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307. Дано: ABCDM - правильная М 
пирамида, АМ=Ъ, AD=a, ОЕЦАМ 
Найти: SBED — ? Решение: 

а) BD=a V2 ; ЕО= ̂  АМ= | 
(как средняя линия ААМС)-» 

-> SBED= \ BDOE; SBED= \ а Л • | ^ 
б) Докажем, что точки М и С 
равноудалены от пл. а; H 
ОЕ - средняя линия ААМС; ME = EC; 
проведем MN 1 ОЕ и C L 1 ОЕ; 
BD 1 пл. АМС, значит BD 1 MN, 6. 
BD 1 CL => MN I BDE и CL I BDE; P 
ANME = ALCE (по гипотенузе и острому углу) => MN = CL 
308. Дано: ABCDS - правильная S 
пирамида, ABCD - ромб,АВ=5см, 

BD=6 см, SOl(ABC), SO=3,2 см 
Найти: S K - ? Решение: 
1) АВ=5 см, ВО=3 см => АО=4 см 

SABCD=i AC-BD; SABCD=i 8-6=24 см, 
с другой стороны SAn^=AD-KK1 
24=5-10;; КК =4,8 см => КО=2,4 см 
2) A S O K : Z O = 9 0 ° ; K O = 2 , 4 C M ; 

SO=3,2CM -► SK= VK0 2 +S0 2 = V2,42+3,22 = 
- V 5 , 7 6 + 1 0 , 2 4 - 4 C M 
309. Дано: ABCDS - пирамида 
ABCD - прямоугольник, АВ=6 дм, 
AD=8 дм, AS=BS=CS=DS, SO=6 дм 
Найти: SABEN — ? Решение: 

8 

1) AC=BD=V62+82=Vl()0=10nM 
2) В сечении получим равнобедренную 
трапецию PQCD 

PQ+DC 
*э„„„ — 'LJS • 

2 
LN - высота трапеции; 
SN = ^SO2 +N02 = л/36 + 6 = л/52 дм \ 
LE 1 SO; 
из ALET: LE = х • sin а, где х = LT; А 

ОТ 3 . 4 
из ATON: cos а = = - ; sin а = - ; отсюда 

I 

С 

с 

D 
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4х _ Зх 
LE = x - s i n a = — ; ЕТ = x-cosa = — ; 

5 5 

AMSO ~ ALES, поэтому 
SO SE 
HP G@ 

6 
; 4 

3x 
5 

20 4 
LN = — (дм); ES = 2 (дм); LE = - (дм); 

4x 
5 

; x 
5 
з(дм) 

LS = yJSE2 +LE2 = J— + 4 16 
" 

(дм); 

PQ = 2PL; из AMSO: SM = д/42+62 = л/52 (Дм); AAMS ~ APLS, 
ЛМ PL 3 PZ PZ 3 
SM SL V52 л/52 

3 

-PL = 1 (дм); тогда PQ = 2 (дм) 

D 
2 + 6 20 80 . 2 

S no„ — • — = — ом 
2 3 3 

310. Дано: ABCD - пирамида, 
DAl(ABC), AB=AC=25 см, BC=40 см, 
DH=DA=8 см - высота пирамиды (Н)д 
Найти: S6OK — ?; Решение: 

В 

=S =—AD-AC = —-8-25= 100см2 

2 2 

С 
S =s = 
°ADC °ADB 
1) CK2+AK2=AC2; 202+AK2=252 => AK=15 см 
2) DK2=AD2+AK2; DK2=64+225 => DK=17 см 

SBDC=^BC.DK=i .40-17=340 см2; S6OK=2- 100+340=540 см2 

311. Дано: DABC - пирамида, 
AC=13 см, АВ=15 см, CB=14 см, 
D A ± ( A B C ) H A D = 9 C M 
Найти: а) S — ? 
б)АЕ-?,;ПслиАЕ±(ВСБ) Решение: 

DS c = | 9-13=58,5 см2; SADB=^ 

V21-(21-13)(21-15)(21-14)=84cM2; S 

ADB=-9-15=67,5 см2 

^ ^ A K - B C 

84=^ AK-14; AK=12 см; DK2=DA2+AK2 

! 

DK= V81+144 =N/255 = 5 C M ; S 

S =58,5+67,5+84+105=315 см2 

n.n. 7 7 

2) AD2=DEDK; 81=DE15; DE=5,4 см; отсюда 

AE= 7 A D 2 - D E 2 ; AE= ^81-29,16 = 7,2 см 

CDB=^DK-BC=i • 15 • 14 = 105 см2, 

" 
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312. Дано: правильная 
n-угольная пирамида, ZSAO=cp 
Найти: tgZSBO — ? Решение: 
AO=r, OB=R - радиусы вписанной и 

180° 
описанной окружностей r=Rcos -

>R=-
cos 

180 о ; AASO: SO=AOtgZA; SO=rtgcp 

SO 
rtgcp 

ABSO: tgZSBO=^~ ; tgZSBO 
cos 

180° tgcp-cos-180° 

313. Дано: АВСА1В1С1 

- усеченная правильная пирамида, 
6 дм, 0 0 =1 дм АВ=12дм,А1В1= 

Найти: S- — ? Решение: 
бок 

S6OK=3- SAAiCiC , т.к. ААВС и А А1В1С1 

правильные треугольники ВК=6 V3 см, В ^ ^ З V3 см 
AKHK:: ZH=90°; KXH=1 дм; КН=КО - Кр=2 V3 - V3 = л/3 дм 
К К ^ К ^ + К Н 2 ; КК:

2= 1+3=4 => КК:= 2 дм 

Збок=3^(12+6>2=54дм2 

314. Дано: ABCDA1B1C1D1 -
правильная усеченная пирамида, 
ООх=63 см, КК=65 см, АВ : Afi^l : 3 
Найти: АВ, A :B : — ? Решение: 
ДКНК: ZH=90°; K1H=63 см; 
К:К=65 см; -> HK=VKiK2-KiH2 

НК=л/б52-632=16см 
АВ : А Д = ( АД+32): В Д = 7 : 3; ЗА1В1+96=7А1В1; 4АД=96 
А1В1=24 см; отсюда АВ=24+32=56 см 
315. Правильный октаэдр составлен из 8 равносторонних треуголь­
ников. Если взять центры граней, то получим 8 вершин, расстояния 
между которыми равны (см. 285). 

Ребра перпендикулярны друг другу. Многогранник - куб. 
316. Правильный тетраэдр составлен их 4 правильных треугольников. 
Если взять центры граней, то получим четыре вершины, расстояние 
между которыми равны. 

Все полученный грани правильные треугольники. Т.е. многогран­
ник - правильный тетраэдр. 
317. Куб - состоит из 6 квадратов Если взять центры граней, то полу­
чим 6 вершин многогранника, а грани правильные треугольники, их 
8. Многогранник - октаэдр. Все эти задачи доказываются 
аналогично через равенство треугольников. 
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318. Дано: ABCD - правильный тетраэдр; 
правильный октаэдр. Доказать, что сумма 
двугранного угла правильного тетраэдра и 
двугранного угла октаэдра равна 180° 
Доказательство: Пусть ребро равно а, тогда 
в тетраэдре: по т. косинусов: 

2 За 
а = 

4 

За -2 coscp; a 
4 

За1 За1 

-coscp; coscp = — 
2 3 

в октаэдре: по т. косинусов: 
За1 За^ 

4 
-2 coscp9; 2а 

4
 Y 2 ' 

За1 

2 
За1 

-coscp2 

coscp2 = — , значит ф2 = 180 — ф 
Таким образом доказали, что ф+ф2=180°, ч.т.д. 

Глава IV. Векторы 
320. Дано: ABCD - тетраэдр, 
Me AC, AM=MC, NeBC, BN=NC, 
KG CD, CK=KD, AB=3 см, 
BC=4 см, BD=5 см Найти: 
а) |AB|=3; |BC|=4; |BD|=5; А^ 
|]Ш|=1,5;|Ш|=2;|гЖ|=2,5; 
б) |CB|=4; |BA|=3; |DB|=5; |NC|=2; |KN|=2,5 
321. Дано: ABCDA1B1C1D1 - параллелепипед, 
AD=8 см, AB=9 см, АА:=12 см Найти: 
а) ICCJH2; |CB|=8; |CD|=9 

б) |1^1|=л/92+122 =15 ; |DB|=V64 + 81 = Vl45 

|DB1|=V81+144 + 64=17 
322. a) DJAJ t t C ^ ; DKt tCM; C ^ t t C B 
б) С ^ Ш Ь ; СТШЪ; \AUCC1 ABUCD; А Ь ^ Б Д 
B)ffc=CM; С ^ И ^ Б Д 
323. a) MN=QP, PN=QM, DP=PC 
б) MPQN - параллелограмм по призн. (MNttQ P и |MN|= \QP\ 
324. а) верно; б) верно; в) неверно. 
325. а) АВ||А1В1 - или совпадают; б) АВЦа, или АВеа 
в) а||(3; а и (3 — совпадают, или апр=а, где а||АВ||А1В1 

326. а) СС ;̂ 6)DK; в ^ С ^ С Д ; д) МВХ 

327. а) AB+A^=AB+AD=AC; 6)№+Jh=Jb+D£=AC1 

в) IM+^B^C^B^B^B^C^B; г) Ш)1+1Ж=1Ж1 

д) га1+вс=га1+в^с1=1х:1 
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328. a) AB+BD=AC+CD; AD = AD 
^)~AB + BC = DC + AD, ~AC = ~AD + DC, ~AC = ~Jc ч.т.д. 
в) DC+BD=AC+BA; вЬ+Е>Ь=ВА+АС; ВС = ВС ч.т.д. 

329. a) AD; А Д ; ВГ^ ВС; б) DC^ ABj; 
в) С Д ; ВА; В Д ; CD; г) ВА; В Д ; CD; С Д 
330. a) ~t-$=~t + (-Ъ )=с7с; 
б)"а -"с" = а* + (-"с" )=С1А1; 
в)~Ь -~а =~tT + (^а ) =BBj; 
г) с* -Ь =~с + (-Ь )=AjC; д)"с" -"1 = 
331. Дано: ABCD - параллелограмм 

Bi 

А, А 
\ \ D l 

ik-
/ 
а 

/ 

А 

С 

с + (^а )=АС 
P 

А D 

О произвольная точка Доказать: 
а) ОВ - ОА=ОС OD; б) ОВ - OC=DA 

-» -» -» -» 
Доказательство: а) О В - О А=0 С - О D 
-» -» -» -» -» -» 

OB+AO=OC+DO;AB=DC верно, 

т.к. A BTTD С и |А B|=|D C| (как стороны параллелограмма) 
б) ОВ - О C=DA; О В + CO=DA; С B=DA верно 

т.к. CBTTDA и |CB|=|DА| (как стор. параллелограмма), ч.т.д. 
-» -» -» -» -» -» -» 

332. a) AB^AB-Aj А; б) DK=-KA1-A1 A-AD 
333. a) (AB+CA+DC)+(BC+CD)=CB+DC+BD=DB+BD= 

-» -» 
=DB-DB=0 

- » - » - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ L i 
б) (А В-А C)+D С=А В+С A+D C=C B+D C=D В 
334. Доказать: а) |МК + ММ,| = |МК-ММ,| 

-» -» -» х -1 

|МК + ММ,| = |МК,| 
-» -» -» -» -» 

|М К - М М, I = |М К + М, Ml = |М, К| 

к, 

к 

/ : 

L! 

/ 
Ni 

/ 

м, 

м 
N 

т.к. |М KJ и |MjK| 
|МК,| = |М^К|,ч.т.д. 
б) j K ^ N L J ~* 

|I<L1 - NLJ = |К^Х + L^Nl 

- диагонали прямоугольного параллелепипеда, то 

= |ML + MM 

IML + MM, 
-» -» 

в) INL-М^П 
-» ^ 

|NL 

: |K|N| 

IMLJ = |ML + LL, 
-» -» 

IK^N-LNI 
-4 -» -» 

M J L H N L + L M J ^ I N M J 
-» -» -» -» -» 

K. N-LN| = |K. N + NL| = |K. L|, 
-» -» -» -» -» -» 

равны как диагона­

ли прямоугольника 

равны как диагона­

ли прямоугольника ч.т.д. 
-» -» -» -» 

335. a) AB+MN+BC+CA+PQ+NM=AB+BA+0+PQ=PQ 
- » - » - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - » 

б) F К+М Q+K Р+А M+Q К+Р F=M K+F P+A M+P F=A K+0=A К 
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в) К M+D F+A C+F К+С D+C A+M P=K P+D К+О+С D=D P+C D=C P 

г) AB+BA+CD+MN+DC+NM=0 

336. a ) A C - D C - B D = A C + CD + D B = A B 

6 ) C B + D C - D A = D B + A D = A B 

B ) - D A - C D - B C = A D + D C + C B = A B 
->->-> -> - > - > - > ->->-> 

337. a ) O P - E P + K D - K A = OP + PE + K D + A K = O E + A D 
-> - > - > - > - > - > - > - > - > - > 

6)AD + M P + E K - E P - M D = A D + MP + EK + PE + D M = 
-» - » - » - » 

=AM + ME + E K = A K 
B ) A C - B C - P M - A P + B M = A C + C B + M P + P A + B M = 

=AB + MA + B M = M B + B M = 0 **! d 
""̂  ~~̂  ~~̂  —^ A /I / 

338. Доказать: O A + O C ^ O C + OA f v 7(0, 

О-любаяточка ; O A - O C = O A 1 - O C 1 

O A + C O = O A + С . О ; С А = С.А1верно \Z_ / 
-» ^ -» -» -» A D 

T . K . C A t t C . A ] H | C A | = |C.A]| 
339. a ) D C + D 1 A + C D + x + A 1 C = D B 
D Dj + Dj Aj + x + Aj Cj=D B; D A J + A J С:+х =DB; D С:+х =D В 

_^_^- -> _^_^- -> _^._ -> 
x - D B - D C ;x - D B + CjD;x - C B 

-» _v -> -> ->->-> ->->-> 
6)DA + x + D 1 B + A D 1 + BA = DC;DD 1 + D1A + x=DC 
-> _^._ -> _^_ -> -> _^._ -> 

D A + x - D C ; x - D C + A D ; x - A C 
-> ->->->->-> -> -> 

340.a)AA + B C - x = B A ; x = A A + B C - B A 

x=BB 1 + B 1 C + A B ^ = _ B C + A B , x = A C _ ^ ^ 

6) A C 1 - B B 1 + x = A B ; A C 1 + C1C + x=AB;AC + x = A B 
-> "^ "^ -> "^ x = A B + CA; x = C B 

в)АВ1 + х = А С - х + В С 1 ; x + x = A C + BC 1 -AB 1 ; 

2 ? = A C + BC1 + B 1 A ; 2 t = B1C + BC1; 

2 x = B 1 B + BC + BC + C C 1 ; 2 x = 2 B C ; x = 
341. Дано: ABCDP - пирамида 
ABCD - трапеция, О e MN, C5M=ON^ 
MN-средняя линия. Доказать: P A+P B+P C+P D=4P О 

floK-Bo:PA + PB + PC + PD = 2PM + 2PN= 
-> -> -> -> 6 ^*9 

= 2(PN + PM) = 2 • 2PО = 4P О (использовали правило 
параллелограмма), ч.т.д. 
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342. Дано: правильная 6-иугольная пирамида 
Доказать: PA+PB + PC + PD + PE + P^= 
= Р А + Р В + РС + P D + P E + P R 

1 1 1 V 1 V 1 V 1 

Доказательство: РА+РВ=2РВ1 

PB+PC=2PC 1 ;PC+PD=2PD 1 
-» -» - » - » - » -» 
PD + PE = 2PE1;PE + PF = 2PF1 
-» -» -» 
PF + PA-2PA1: 

-» -» -̂» -» -» -» 
2Р А + 2РВ + 2РС + 2PD+2PE+2PF = 

=2Р А:+2Р В:+2Р С:+2Р Ц+2Р Е:+2Р Fx 

Поделим обе части на 2 и получим требуемое, ч.т.д. 

343. Е С Л И А Ц А В , ТО ЭТО значит, чтоО е [АВ] и АООВ, значит А и 
В симметричны относительно О. 
344. Дано: ABCDA1B1C1D1 - куб, А^пСА^О Найти к — ? 

7 7 7 7 

Решение: а) если AB = k C D , k = - l б) если АС = к- АО,к = 2 
-> -> i 1 

в)еслиОВ1=к-В1Б;к = - 2 
345. Дано: ABCD - параллелограмм, Е е АВ, АЕ = ЕВ, F е ВС, BF = 
= FC Выразить: 
а) OA-OC4epe3EF O A - O C = O A + C O = C A = - 2 E F 

б) ОА-ОЕчерезБС ОА-ОЕ=ОА + ЕО = Е А = - 2 D C 
346. Дано: ABCD - трапеция, М е АВ, AM = MB, N е CD, CN = ND 

-» -» -» -» ^ ^ ^ ^ ^ 
Выразить: ОМ-СЖчерезАБиВС; O M - O N = OM + NO = NM; 
- » ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

NM = NC + CB + BM;NM = ND + DA+AM; 
^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ► ^ - » - » 

2NM = NC+ND + CB + DA+BM+AM;2NM=0 + CB + DA+0 
-» -» -» -» -» 

NM=(CB+DA)=- (AD+BC) 
347.a)2(in4l i)-3(4m-li) + m = ̂  + ^ 
6) m - 3(n - 2m + p ) + 5( p - 4m ) = m - 3n + 6m - 3p + 5p - 20m = 
= -13m -3n + 2p 

-> -> -> 
348. Доказать: AC + B1D = 2BС; Доказательство: 
-» -» -» -» -» -» -» -» -» 

A C1+B1 D=A D+D C1+B1 С:+С: D=B C+O+B C=2B С ч.т.д. 
350 Дано: р = а + Ъ + с ; a , b , c - попарно не сонаправлены 
Доказать: |р |<|а |+|Ь |+|с |; Доказательство: а + b = а, с + d = р 
|d | < |a | + |b | (св-во неравенство треугольника) 
|p | < | с | + ]cf I (св-во неравенство треугольника) 
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351. h и p коллинеарны; i и p коллинеарны 
Доказать: а) h + i и p коллинеарны Доказательство: 
h и p коллинеарны, значит h =х p 
i и p коллинеарны, значит i=y p 

h + i =х p +У p =(Х+У) p > значит( h + i )и p - коллинеарны , ч.т.д. 
б)Доказать: h - i и p коллинеарны 
h - i =(Х_У) p ' значит (h - i )и p ~ коллинеарны , ч.т.д. 
в)Доказать:h +3 i и p коллинеарны; Доказательство:h +3 i =х p 
Зу p =(х+3у) p > значит (h +3 i )и p - коллинеарны , ч.т.д. 
г)Доказать:-h+2 i и p коллинеарны Доказательство:-h+2 i = 
= -х p +2у p =(_ х +2у) p > значит(- h +2 i )и p - коллинеарны , ч.т.д. 

352. Дано: h+iHh-i-коллинеарны; Доказать: 
а) h и i коллинеарны; Доказательство: h + i=x(h-i); 

h + i=Кh-*i;h-*h = -кi-i; h(1-х)=i(-1-х) 
- -1-х-
fl = -j 6, значит h и i коллинеарны ч.т.д. 

353. Дано: h +2 i и h -3 i - коллинеарны; Доказать: 
h и i коллинеарны; Доказательство: ( h + 2 i )=х( h-3 i ); 

h +2 i = х h " З х i 5 h " х h ^~2 i " З х i 5 h (!-х)= i (-2-Зх) 
- _2-Зх~ а=—: 6, значит h и i коллинеарны ч.т.д. 

354. Дано: h + iиh~i~ не коллинеарны; Доказать: 
а) ~h и i не коллинеарны; Доказательство: 
Пусть h и i коллинеарны, тогда h =х i ; 
h + i=хi + i = i(х+1); h-i=хi-i = i(х-1); 
.. .. 6-(х + 1)(х-1) 7/ -,4 Х + 1 ,~ ТЧ̂ Х + Г) 

h + i = (х-1) =Ь(х-1)^Г(а-Ь)Ы)> 
значит h + i и h - i коллинеарны, что противоречит условию, значит 

h и i не коллинеарны. 

Доказать: б) h +2 i и 2 h - i не коллинеарны; Доказательство: 

Пусть h+2iи2h-i коллинеарны, тогда 

h +2i =х( 2 h - i); h +2 i =2х h -х i ; h -2х h = -2х i -x i 

h (1-2х)= i (-2-х), т.е. h и i коллинеарны, что неверно(см.а), значит, 

предположение неверно и h +2 i не коллинеарен 2 h - i 
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— компланарны; 355. а) А А , С Ср В В : , 
->->-> -» -» -» 

б) А В, A D, А А г не компланарны; в) Вх В, А С, D D1 — компланарны 
^ А Ц С С ^ А В ^ ^ ̂  - не компланарны 
356. Дано: ABCD - тетраэдр, 
Е е АС, АЕ = ЕС, F e BD, BF = FD 

Доказать: 2FE=BA+D С; Доказательство: 

В A+D C=2K E+2F К= 2(F К+К E)=2F Е, ч.тд. 

BAt tKE H | В ! | = 2 | К Е | 

D 

А 

FKt tDC н |FK|= 
->->-> 

|DC| 
как средние линии 

I треугольников 

В 

С 

- » - » - » 
т.к. 2F Е=В A+D С, значит, F Е, В A, D С — компланарны 

— параллелограммы 

1 — компланарны; Доказательство: 

357. Дано: ABCD и AB1C1D1 

Доказать: В Вх; С Сх; D D 
-» -» -» 

AB1+AD1=AC1 

AB+BB1+AD+DD1=AC+CC1 
- > - > - > - > - > 

А С+В B:+D D =А С+С Сх 
-> -> -> 

BB+DD1=CC1 - выразили 

через два других, значит, 

L - компланарны, ч.т.д. 

■X1 

СС : 

B B . D D . H C C , 

358. а)АВ+АГН-АА1=АС+АА1=АС1; 6)DA+DC+DD1=DA1+DC=DB 
->->-> -» -» - > - > - > - > - > - > 

в) Ах В1+С1 В:+В В1=А1 В:+А А:+С: В= АВ1+С1 ВХ=А B:+D A=D Bx 
- > - > - > - > - > -> -> -> 

г) Ах А+А: Ц+А B=AX В+А: D=\ D1+D1 C=A: С 
->->->->->-> -> -> 

д) B1A1+BB1+BC=BA1+BC=BA1+A1D1=BD1 
^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ - » 

360. а) В А+В С+В ВХ=В Dx б) Ах А-Ах В+А: Dx = Вх Dx 
> > > > > > > 

361.СО = 0 А А - А В + 0 А О ; Ц О = - АА + 
1 7 1 9 

363. Дано: ABCDO - пирамида, 
ABCD -параллелограмм, 
ACnBD=M, t = O A , t = OB, t - ОС 

2 P AD 

Разложить векторы: 
-» -» -» " 

OD + OB = 20M 

OA + OC = 20M -» 
-» -» -» 

20M = OA + OC; O M = - O A + 

-» -» -» -» 
O D + O B = O A + O C 6 

-» -» -» -» 
OA + OC-OB; OD OD 

-» 

8 

OC + 0-OB;OM = a + 2 ° 0-b 
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364. Дано: ABCDA.B.QD - куб, 
^V -» К е В ^ ; В1К = КС1, АВ = а, 

AD=~£, AA1='c>,AB = m 

Выразить: А К, |АК| 

l)AK=AA1+A1B1+^B1C1;AK^ + a + | b -

2 ) A " K 1 = V A f f + B K f = ^ + ^ = ^ 

AK^VAKf + KK? = ̂ p + m 2 = ^ p |AK|= 

365. Дано: ABCD - параллелограмм, 
M e AB, AM = MB, К e MD, MK = KD, 

A 
В, К 

Л A i 
t S/ i 
| / | B K, 

x/ 

D 

3m 

-» -r> _->; OA = a ,OB=b,OC = c' 
Разложить О М и О К; 

1)ОМ = - ( О А + ОВ) + 0-ОС; 
"► 1-> 1 -> _> ОМ = - а + - Ъ+О^с 2 2 

1 -> -> 
2)OK=2(OM + OD), OA + OC = OB + OD^OD = OA + OC-OB 

ОМ=- а + - b 

-» ~> ,~> "Г> O D = a + c - b 

О К = 2 ( 2 а + с - 2 Ь ) 

„"+ 3 - > , 1 -> О К = - а + 2 с 
367. Дано: ABCD - тетраэдр, 
АА1 - медиана ААВС, К е АА19 АК : КА = 3 : 7 
Разложить: D К по D A, D В, D С 
-> 1 -> -> -> 3 -> 

D Ax=- (DB+DC); АК=з КА1, отсюда 

DK=" 

-» 

1+- (CM.349);DK= 

DA+%[}iDB+}2DC) 
10 
7 

-» -» -» -» -» D K = ^ D A + 20DB+ ^DC,T.e.DK=0,7DA+0,15DB + 0,15DC 

368. Дано: ABCDA1B1C1D1 - 6
 l 8 l 

параллелепипед, М е AB, ' 
AM = MB, N е А Д , A,N = ND1 -» -4 
Разложить по векторам А В и AD 

- » - » - » - » - » - » -» 
a)AC=AB+AD;6)CM = CB + B M = - A D - ^ A B 6 

H. 

I 9 i 

V 
9 
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-» -» -» -» -» -» 
в) Сх N = Сх Dx + Dx N = - А В - ^ A D; г) А Сх = невозможно разложить 

; 0 А ^ 4 А ~ Д = ±AD +0-АВ;е)АК = невозможноразложить 
-» -» -» -» -» 

ж) MD = MA+AD=-^AB+AD 
-» 2 -» -» -» 

369. Разложить О А по О В, О С, О М 
т.к. М - точка пересечения медиан, 
то пользуясь результатом задачи 366: 
-» -» -» -» - » - » - » - » 

ОМ=х(ОА+ОВ+ОС); 

P 

6 

ЗОМ=ОА+ОВ+ОС 
-» -» -» -» 

ОА=ЗОМ-ОВЧ)С 
370. Дано: ABCD - правильный тетраэдр, 
AM, DN - высоты, 

->-> ->-> ~>-> AMnDN=K, D А^а, D B=b, D С^с 
Разложить вектор А 

- » -> -> -> -> v v v 

a) D N = ^ p A + DB + DC);DN= ^(а + b + с) 

6 )DK=^DN;DK=^(a+b+c) 

D 

-» -» 
B ) A M = A D + D M = A D + T D E = A D + X ( ^ D C + ^ D B ) = " " ! ! 

= " a + 3 c + 3 b 

r )MK=- J A M J M K ^ - I I - 1 
2 2 

371. Дано: ABCD - тетраэдр 
Медианы грани BCD пересекаются в точке О 

-» -» -» -» 
Доказать: |АО| < ^ (|AD| + |АВ| + |АС|) 
Доказательство: -А 
—> —> —> —> —> —> —> —> 

AO=^AB+^AC+^AD;AO=x(AB+AC+AD) " " " " 
в задаче 350 было доказано, что если р =а + b + с, 

T» T> 17> T» -> - » -> -> 
то |р | < |а|+|Ъ |+|с |, значит |АО|< ̂  (|AD|+|AB|+|A С|), ч.т.д. 
373. Дано: АА I a; BB I а; СС±а , ММ I а, 
М-точка пересечения медиан ЛАВС; 

-> -> -> -> 
Доказать: ММ=х(АА + ВВ + СС) Доказательство: 
^ 1 3 V 1 1 v ^ 
ММ1=МА + АА1 + А1М1;ММ1=МВ + ВВ1 + В1М1 

М М = МС + СС1 + С Д 
4 U х ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

ЗММI-(МА + МВ + МС) + (ААI + ВВI + ССI) + (АIМI + ВIМI + СIМI) 
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-» -» -» —> —> —> —> —> 
МА + МВ + М С = - ^ А В - ^ А С - ^ В А - ^ В С - ^ С А -

- ► ^ - > ^ ^ ^ ^ 

- х С В = х В А + х С А - х В А + х С В - х С А - ^ С В = 0 
3 3 3 3 3 3 3 

- > - > - > -> -> -> -> 
аналогично А1 М1+В1М1+С1 Щ=0, значит ЗМ Щ=А А:+В В:+С Сх 

-» -» - » - » 
М Мх= х (А А:+В В:+С С:), ч.т 
374. Дано: АВ, CD £ а, М е АВ, 
АМ=МВ, NeCD, CN=ND 

Доказать: М N< ̂  (АС+В D) 
2 

Доказательство: M N = | (MC+MD)= 
-» -» -» -» 

(MA+AC+MB+BD)= 
2 

""* 
2 

-» -> -> 
(AC+BD) ;T .K.MN= 

(MA+AC-MA+BD)= 

- » - » -» 
(AC+BD),TO |MN|< ( | M A | + | B D | ) 

D 

В 

2 2 

(ранее доказано в задаче 350), ч.т.д. 
375. Дано: ABCD - тетраэдр, 
К е АВ, АК=КВ, М е DC, 
DM=MC, A1? B1? C1? Dl - середины 
AM, MB, KD, КС 
Доказать: A1B1C1D1 - A< 
параллелограмм 
Доказательство: Если докажем, что 

- > - > - > - > С 
А В =А, D+D1 С+СВ19 то А Д С Д - плоский 4-х угольник 

l i i i i i i i ' l i i i j 

-» -» -» -» 
1)A1B1=A1C4CEH-DB1(*) 

-» ->->-> -> ->->-> ->->-> 
2) Ах D^Aj С+С М+М Ц; Dx С=ВХ М+М Сх; Сх В1=С1 М+М D+D Вх 

- » ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 
Ах Ц+Dj С:+С: Вх= А£+С М+М D+D1 М+М С:+С: М+М D+D В = 

=Al C+CD+DB: (**); Сравним (*) и (**), получим 

Ах B^Aj Ц+Dj С:+С: В : , Ах В : = ^ АВ; Ах В1 \ | АВ (как средняя линия 

треугольника АМВ) и МК п А В = 0; причем А О = ОВ ; 

C i D i = ^ D C H C 1 D 1 11 CD (как средняя линия треугольника DKC) и 
0; причем D1 О = ОС1 

Вывод: А В Сх D - четырехугольник, у которого диагонали точками 
пересечения делятся пополам - параллелограмм. 

С: Ц n MK 
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376. а) М Q+Mj Q=Nt Pj+NP; т.к. M Q=Mj Qi; то М Q+Mj Qj=2M Q 
-» -» -» 

аналогично Nj P:+N P=2N P; 
- » ж ж -» -» -» -» -» 

т.к. M QTTN P И |M Q|=|N P|, TO 2N P=2M Q 
-^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ - » 

6) PQ+NP^NQj; NM+NP^NQj; NQ^NQj ч.тд. 
в)Q^+QQ.KJP,;QQ^Q^P,^,;QP^QP, ч.т.д. 

- » - » - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ 

377. a) AB±FB^B; AB+FB=AB+DA=DA+AB=DB 
- » - » - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ 

б) A C-C F=E C: A C-C F=A C+F C=E F+F C=E С 
- » - » - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - > ■ - » - » - » 

B ) A B + A C + A D + A E = 2 A F : A B + A C + A D + A E = 2 A 0 1 + 2 A 0 2 ^ A O . = 2 A F 
378. Докажите, что разность вектров hиi выражается формулой 
h -i= h +(-i). Обозначим через p вектор h+(-i) и докажем, что 
h-i=~p ■ Сгласно определению разности векторов, нужно доказать 
что i + p=h. i + p= (h+(-i))+i = h+((-i))+i)=h + 0 , 
значит, i + ~p=h . ч.т.д. 

379. а) А В+В D+D С=А С; б) A D+C B+D С=А С+С В=А В 

в) AB+CD+BC+DA=AC+CA=0 

380. a) A B+Bj Cj+D Dj+C D =A B+B C+C T>=A C+C D1=A T>x 

6) Bj Cj+A B+D Dj+C Bj+B C+Aj A=B Ъ+Ах B+B C+D D1= 

=Aj C+C q+D D^Aj q+D D^Aj Cj+A Aj=A q 

Ъ)Ш+1С+Ш+15С+Ш=Ж+Ы+15С+Ш=О+15С+15А=ОВ-
Ответ, a) ~ADl ; 6) ~ACl ; в) ^ g . 
381. Даны треугольники ABC, AJBJCJ и две точки О и Р 
пространства. Известно, что ОА + ОР = ~ОАх, ОВ + ОР = СЩ , 
~ОС + ОР = ОСх ■ Докажите, что стороны треугольника AJBJCJ 

соответственно равны и парраллельны сторонам треугольника ABC. 
ОА + ОР = ОА1 ;-ОА + ОВ = 
ОВ+ОР=Щ;-ОА+ОС--
ОС+ОР = ОС1 ;ов+вс= 
Шх+А1рх=Шх\~ОВх-~ОАх 

ОАх+АхСх=ОСх ОС1-ОА1 

Ш1+в~£1=~дс1-, 
Сложим равенства 

ОА + ОР = ОА1 

-ОА + ОВ = АВ 
ОР+ОВ=ОА+АВ; овг-

АВ; 
-А~с; 
АС; 
' = А~ВХ 

= А1С1 ; 

= С Ц + / --АВ-
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Раз АВ = АХВХ , то \АВ\ = \АХВХ\, сложим равенства. 
-ОА + ОС = А~С 

ОА + ОР = ОАх 

ОС + ОР =-~АС + ОАх ; ОС[ = А~С + ОАх, отсюда А~Д = А~С ■ Раз 
ЛС = АХСХ, то |ЛС| = \АХСХ|. Из равенства Z s = ДД" следует, что 
АВ 11АХВХ, а из равенства ~АС = АХСХ следует, что АС| | АХСХ => 
=> ZBAC = ZBXAXCX как углы с соответсттвенно параллельными и 
одинаково направленными сторонами. Вывод: АВАС=АВ1А1С1 ПО 

первому признаку. Осталось доказать, что ВС|| ВХСХ. 
АВ + ВС = АС; АХВХ + ВХСХ + АХСХ Раз ~АВ = ~АХВХ и 
А~С = А^СХ , то и B~C = B~fi~x поэтому ВСЦдС;. 
382. При каких значениях к в равенстве a = kb > гДе Ь ^ б > векторы 
а м ^ : а ) коллинеарны; б) сонаправлены; в) противоположно 
направлены; г) являются противоположными? 
а = кЪ > Ь ^ б - а ) 5 и £ коллинеарны при любых значениях к; 
б) a f t Ъ, если к>0; 
в) a t I Ъ , если к<0; 
г ) а = -£ , если к = - 1 . 
Ответ:а) к - любое число; б) к>0; в) к<0; г) к= - 1 . 
383. Числа к и / не равны друг другу. Докажите, что если векторы 
а +к ъ и a+lb н е коллинеарны, то а) векторы 3 и £ не 
коллинеарны; б) векторы д +Ц ft и а+1хЪ н е коллинеарны при 
любых неравных числах к и / . 
а) Предположим, что 5 и £ будут все-таки коллинеарны, то есть 
Ь=Х-3- Тогда д +к £ = д +кА, д = д (1+кЯ,), и 
5+/£ = 5+А,5=(1+&). 
Получили, что векторы (1+кЯ,) 5 и (1+/Я,) 5 коллинеарны, значит и 
соответствующие им векторы д +к £ и д +/ £ коллинеарны, что 
противоречит условию задачи. 
Вывод: предположение неверно, J и j не коллинеарны. 
б) Предположим, что д +Ц Ъ и а+1хЪ все-таки коллинеарны, тогда 

. 1-Я -
5 +Ц Ь =Мa +/j ft ), 5 (1-А,)= ft (Ц-Ц) , Ъ = xi -k'U > о б о з н а ч и м 

1-Я _ 
/л~XI -к ' т о г д а Ъ=ц-а В этом случае д+к;, =д+к|Дд = д (1+к|Д), 
a+lb=a+l\i-a= д (1+/|Д), то есть векторы (1+к|Д)д и(1+/|дAд -

коллинеарны, и соответствующие им векторы д +к £ и д +/ £ -
тоже коллинеарны. А это противоречит условию задачи. 
Вывод: предположение неверно, векторы д +Ц£ и а+1хЪ н е 

коллинеарны. 
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384. Точки А Д и С1 середины сторон ВС, АС и АВ треугольника 
ABC, точка О - произвольная точка пространства Докажите, что 
OAi+OBi+OQ 
ОС + СА 

ОА + ОВ + ОС ■ 
ОАх, ОАх+А~В = ~ОВ , 

CAl 2AlB 2 — CB , поэтому 

~ОС-СЦ =СЦ -ОВ , отсюда 0~С + ОВ--2 О А 
Запишем похожие равенства для двух 
других боковых граней. 
ОС + ОА = 20~В1 и OB + OA = 2 0Cl ■ А ' 
Складывая три последние равенства, получаем: 
2(ОС + ОА + 'ОВ) = 2-(дА1+ОВ1+ОС1), 
что доказывает справедливость равенства 
СЦ + Щ + ~ОС1 = ОА + ОВ + ~ОС ■ 
385. Отрезки, соединяющие середины противоположных сторон 
четырехугольника ABCD, пересекаются в точке М. Точка О -
произвольная точка пространства. Докажите, что P 

-hoA + OB + OC + OD). ОМ 
Для произвольного д PQR 
2PS=PQ+?R. 
Запишем равенство 
для каждой грани пирамиды OABCD. 

20~K = 0~D + 0~A, 
20M = OD + OC, 
20L = OC + OB, 
20~N = 0~A + 0~B. 
Сложив их, получим: 
2(OK + OM + OL + ON) = 2(OA + OB + OC + OD), 
или Ш+Ш+Ш+т=ш+ов+ос+ор-
Для дОКЬимеем 20M = OK + OL-
Для AOMNимеем 20M = OM + ON-
Итак, Ш + 01Й + Ш + Ш = 201Й + 201Й = 40М , поэтому 
ОМ---^(OA + OB + OC + OD). 

386. Диагонали параллерограмма ABCD пересекаются в точ P О. 
Докажите, что для любой точки М пространства справедливо 
неравенство МО < - (MA+MB+MC+MD). 
Для дАОС имеем 20М = ОА + ОС', 
для ADOC имеем 20~M = 0~D + 0~B 
(так как диагонали параллерограмма в точке 
пересечения делятся пополам). Сложим равенства, получаем: 



40M = 0A + 0B + 0C + 0D, ОМ = j(OA + OB + OC + OD)Q 
Достроим д DOB до параллерограмма: ОР=20М 
В д DOP имеем OP<OD+OB,OP<OD+OB 
2 - O M < O D + D P , 2 - | Q M | < | Q D | + | Q S | 
Достроим д АОС до параллерограмма: 
ОР=2-ОМ, ОР<ОА+ОС или 2 0 М О А + О С 
2-\ОМ\<\АО\ + \ОС\ 
Сложим неравенства: 
2 0 M O D + O B 
2 0 М О А + О С 

2PN ; в) MP = kMN, гДе к ■ 

40M<OA+OB+OC+OD, 
окончательно, OM<hpA + OB + OC + OD). 
387. Три точки М, N и Р лежат на одной прямой, а точка О не 
лежит на этой прямой. Выразите вектор о~Р через векторы о~М и 

ON , если: a) NP = 2MN 5 б) МР = 
данное число. 
а) N~P = 2~MN ■ 
0~М + Ш = Ш, MN = W-0~M, 
0~N + N~P = ~OP, W + 2MN = Q~P, 
PI + 2-{PI -PH) = PQ, 
30N-20M = 0~P ■ 
б) Точка М - середина отрезка PN. 
0~M = ho~P + 0~N), 
2PH = (PQ + PI), 
OP = 20~M-ON■ 
в) OM + MN = ON, 0~N + N~P = 0~P-. 
HQ = x-HI . Пусть NP = A-MN > тогда 
HI + IQ =HI + X-HI = HI(\ + X) = HI-x , 
откуда \ + Х = к ,Х=к-\. 
Итак, IQ = (xj-1) -HI = (x- l)(ON - ОМ), 
PI + (x- l)(PI - PH) = PQ; 
PQ=PI+x-PI-x-PH-PI+PH=x-PI+(1-x)-PH. 
Ответ: a) PQ = 3-PI-2-PH ; 6) PQ = 2-PH-PI; 
B)PQ = x PI + (l-x)-PH. 
388. Докажите, что векторы р, а и £ компланарны, если а) один 
из данных векторов нулевой; б) два из данных векторов 
коллинеарны. а) Вектор (j будет компланарным к любому вектору; 
точки начала двух других векторов всегда можно совместить 
параллельным переносом, так как через две пересекающиеся 
прямые проходит ровно одна плоскость. 



б) Если два вектора коллинеарны, то они расположены либо на 
параллельных прямых, либо на одной прямой. (Через две 
параллельные прямые проходит единственная плоскость, 
параллельным переносом прямые можно совместить.) Начало 
третьего вектора можно параллельным переносом совместить с 
любой точкой на прямой, на которой лежат два коллинеарных 
вектора. Через две пересекающиеся прямые проходит 
единственная плоскость, то есть 3 вектора компланарны. 
389. На двух скрещивающихся прямых отмечены по 3 точки: 
Aj, A2, А3, и Bj, B2, В3, причем А1А2=к-А1А3, В1В2 = к-В1В3 . 
Докажите, что прямые AJBJ, A2B2, А3В3, параллельны некоторой 
плоскости. Обозначим для краткости 4 4 = х, А3В3 = у , 
х + ВхВ3 = А1А3+у, (1) 

А2В2 

у + В3В2 =А3А2 +z ■ (2) 
По условию, 4 4 = к• 4 4 , ВгВ2 = к-ВхВ 

--к-А,А3, отсюда 4 4 ■■ УЩ А3 т А3 ji-2 ' 

В\В3 + В3В2 

- А1А2 -
-- В\В2 ■■ 

= 44(^-1) • 
k-B~Jf3, отсюда B3B2=(k-\)-~Bfi3-

Подставим эти выражения и равенства (1) и (2). 
' (3) 

(4) 
х + В1В3 =А\А3 +у 
y + {k-\)B^B3=A^A3{k-\) + z 
Из 5 ^ - 4 4 =У~х 
Упростим (4). 

DL 

у + кВхВ3 -ВХВ3 = AlA3k-AlA3+z, 
y + k{^3-A^A3) = {BB3-~A^A3) + z, 
y + k(y-x) = y-x + z , 
ky-kx = -x + z ,x(k-l)-ky + z = 0 , или z =ky-x(k-l) = ky + (l-k)x . 
Это равенство доказывает компланарность векторов х, У , z => 
=> всегда в пространстве найдется плоскость, параллельная 
плоскости, в которой лежат эти три вектора. 
390. Дан прямоугольный параллелепипед 
ABCDAJBJCJDJ, в котором AB=AD=a, 
AAj=2a. В вершинах В1 и Dl помещены 
заряды q, а в вершине А - заряд 2q. 
Найдите абсолютную величину 
результирующей напряженности 
электрического поля: а) в точке А ; 
б) в точке С; в) центре грани AJBJCJDJ; 
г) в центре грани ABCD. 

а)йш=*^-м- ^ — к'д -

A i 

D 
а V-

,--2q 

q 
в / 

q 

/ 

АА\ 
■^-■В~А-

А43 

А 

• А4 = 
в 

-i^i.TT+M.R-j+M.nT 
- AAi + ИХЛХ + UXAX 

oci a a 
М&м+вл- А4). 
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Пусть -тАА =d , 1 0 а 
4 2 

ВХАХ + DXAX = -АХВХ - AXDX = -{АХВХ + AXDX) = -АХСХ =СХАХ, 

\СХАХ = \/а2 +а2 = ал/2 . d + CxAx есть сумма двух взаимно 

перпендикулярных векторов. 

Пусть ё = СхАх , тогда e + d = f 

\А =VH2+PI = v : 9а2 За tf=^+t=Vi-=T'W=^2 2а2-
fa/ За _ Зкд 

б) ВД = **2<7.^, *9.7Г7?, *? . Т ^ _ к29 In 
АС3 •АС • Г) Г 

DXC3 ' ' ВХС3 RC--
a3-lS. 

АС-

+J^_-^r+_k4_irr_kq(AC ЯС+ЦСЛ 
Ч ^ . Ц С Ч ^=ВХС- —- —;=-{ р 

5a3-V5 a3-5V5 а3 IV2 5V5 

kq АХСХ AXD + AXB \ 

S. 5л/5 

AXD = АХВ = л/2а2 Ч- а2 = ал/б ; ABND - ромб. а у 

AXB + AXD = AXN ■ 
По теореме косинусов из д BAjD 

(aV2)2 = (ал/5)2 Ч- (ал/2)2 - 2 ал/5 aV5 cos a ; 
4 

2a2=10a2-10a2cosa, 10cosa=8; COS(X=T. 

Из A A J B N 

UN? = (ал/5)2 + (a>/5)2 - 2-aV5-a>/5-cos(l 80° - a ) = 1 Oa2 +1 Oa2 -cos a --

= 10а2ч-10а2-- = 18а2' 
5 ' 

AXN = 3л/2а 

^_AXD + AXB _AXN 
Пусть е ■ 

м 4 # Зл/2, 
5V5 = 5 7 5 ' Т О Г Д а | е | = 5^=5^P 

Л — i i I jl 
Пусть « - г- , тогда я 

4 С, ал/2 
л/2 _ Л _ 

Определим угол между векторами АХСХ и ддг -угол р. 



Найдем \d + e\. A1H = d + e; 
|ДЯ|2 = \d\2 + \e\2 - 2 \d\ \e\ cos(l 80° - /?) = 

d Ai 

2 2 18 23V2a2 1 
125 5V5 3 

_143a2
 | 2у[2а2 _ЫЗа2 2>/25>/5 

125 5V5 125 (5>/5)2 ' 
143+Юл/Й) 2 

= a 
125 

Окончательно, |i?(C)| A « Vl43 + loVlO = M.Vl43 + loVIo 
1 ' «3 5V5 «2 5V5 

Ш 
/ , \ 3 ' . . Di a 
^L ДО,= - 5 ; О;, поэтому остается а 

^ J А. ' 

|Р//-.\1 4v2fe За 4 , 

г) f (0) = ^ т - Д О + ^ - Д О - - ^ ^ - ^ ^__kq_ 
"до3 "ll ^ О ,з - " i 1 

ЛО3 ло 

^o=I^c=^L-£= За 
"V5 . D i O i = B i O i = ^ ' 

^(до + до) + ^4^о = Д(0) = , 
[ За | [ jt_ 
l ^ J WJ A"2q VT 

? 7 / 7 J /7J /7J 77 

Найдем сумму Д О +ДО • Параллельно перене 
— 1 — — 1 — 

BjO, чтобы т. Bj совпала с т. D r 
Получим вектор DlE ■ 

Из д ODjE по теореме косинусов 
~ 2 о 9а2

 0 9а2 

2а / =2-——2-—— -cosa , 

сем 

180°-а 

9cosa = 7, cosa = 
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Из д DEN по теореме косинусов p!jV 

--9а2+9а2-1 = 9а2+7а2 Лба2. \D,N\ = 4a 

1 2V2.7T7; БТ^ 2л/2т=пГг 

г2 9а2 

— 2-Щ-- cos(180°-a) = 

31 2л/2 . 8л/2а Пусть d = -^т- (ДО + ВхО) = -^т-DXN, тогда \d\ = -^=-• 4а = 
27 v ' ' ' 27 ' ' " 

Пусть ^ 0 4л/2 = ё , т°гда N = 4 ^ 2 ' " 7^ = 4а ■ 
27 27 

Найдем \d + е\. \ё + d\ = li ■|af=(4a)2+(^)2 = 

= \Ьа2 128а2 11664 + 128 
729 729 

11792 2 16-737 2 = а = а 729 729 

Окончательно, е + о" = 16-737 
729 

\i7(r,\\ kq 4V737a 4V737 , 
27 27a2 

ч 3 , г ч Vl43 + 10VT(J , . 4 , . 4л/737 Ответ: а) —гМ ; б) ^ 2 М;ъ) ^кд; г) 4V737 

391. В тетраэрде ABCD точка К - середина 
медианы BBj грани BCD. Разложите 
вектор ~дк по векторам а = А~В,Ъ = А~С, с = A~D 
Проведем АВ1 ■ Точка К - середина отрезка ВВ1; 

поэтому имеет свое равенство АК = — (а + АВ1). 
Достроим д ACD до параллерограмма, складывая 
A~D и AD п о правилу парвлллелограмма получим что 
их сумма Ъ+с равна вектору - диагонали параллерограмма, 
выходящей из вершины А. Но эта диагональ равна 2 АВ1 (по 
свойству диагоналей параллерограмма). 

Значит, Ъ + I --2-АВ,, 67- — 
2 

Итак, AK = -a+---(b+c) = -a+-b+-c 

Ответ: АК=-а + -Ь+-с . 
392. На трех некомпланарных векторах р = АВ, q = AD, r = АА1 
построен параллелепипед ABCDAJBJCJDJ 

Разложите по векторам р, q и р 
векторы, образованные диагоналями 
этого параллелепипеда. 
ACl=AC + CCl=(AB + AD) + CCl=p + q + r 
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CAl=CB + CD + AAl -BC-DC + AAX = -AD -AB + AAX 

= -(AD + AB) + AAX =-p-q + r , 
В^ = В^ + Ш = В^ + (ВА + ВС) = -г + (-АВ + ВС) = -г-р + д; 
DBx=-Bi~D = r + p-q; B~Dl=B~D + DDl=B~C + BA + r=q-p + r . 
Ответ: ACx=p + q + r , 
CAX =—p — q + r, BDX =q-p + r, DBX =r +p-q ■ 
393. В параллелепипеде ABCDAJBJCJDJ точка к - середина ребра 
ССХ ■ Разложите вектор а) А~К по векторам ~АВ, ~AD, ~ААХ ; б) Ъ~АХ 

по векторам ~ABX,B~CX,CDX ■ 
А~К = А~В+В~С+~СК='АВ+А15+-А~А 

2 
б) АВХ + BXDX = ADX = ВСХ , отсюда Ai 
-B~JD, =A~B,-B~C, ■ j l i ^ l л 
DA ч - СВ1 + BXDX = СД , отсюда 
~СВХ = СД - B~X~DX = СД +А% -В~СХ ■ 
Ответ: a) AK = AB + AD + -AAX ; б) Щ = А~ВХ-Шх+CDX ■ 
394. В параллелепипеде ABCDAJBJCJDJ диагонали грани DCCJDJ 

пересекаются в точке М. Разложите вектор ~АМ п о векторам 
АВ,А~3 и AAX.D~DX+D~C = AAX+A~B = D~CX Ц± ,& 
Ъ~МХЛЪ~СХ. 

M4 = Al) + DM = AD + -lAx+-AB 
2 2 

-AB+AD-
2 

1 Отвеп: AM = -АЛ 1—JW-I-ли- 4 / п 
2 2 А и 

395. Докажите, что если точки пересечения медиан треугольников 
ABC и AJBJCJ совпадают, то прямые ААр BBp и СС: параллельны 
некоторой плоскости. 
Обозначим т. О - точку пересе­
чения медиан д ABC и д AJBJCJ, 
ААХ = х, ВВХ = у,ССх = z (для крат­
кости записи). Если точка О - точка 
пересечения медиан д ABC, 
a S - произвольная точка пространства, 
то SO = - (SA + SB + SC) .Для данной задачи т. О - точка 
пересечения медиан д ABC, а точки С: и В1 - некоторые точки 
пространства. QO = U-z + QA + QB), BxV = h-y + B~x~C + Bx~A). 
Сложим эти равенства с третьим: АхО = — (-х + АХВ + АхС). Получим: 1 AxO + BxO + CxO=-r(-x + AxB + AxC-z + CxA + CxB-y + BxC + BxA) (1) 

Докажем, что ~АО+ В~Л+ ~О0 = Ь , или Щ+ OR+0~Q =0 ■ 
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~А\й = \{А~Сг+Ж). 

(AQ + B^+QR)-OA+OB.+OC, = \(QA +PBi +RQ)= 3 , 

Итак, возвращаяс к равенству (1), имеем: 
O^i-x + AB + AC-z + QA + QB-y + BiC + BiA), 

AlB = -x + AB ; QA -Х + АС; C,B = -Z+CB; Z+CA ; AC--

В^А = -у + ВА,~ВС = -у + ~ВС 
0 = -x + (-x) + A~B + (-x) + A~C-z + (-z) + CA + (-z) + CB-y + (-y) + 
+ ВС + (-у) + ВА, О = -Ъ* +АВ + А~С-У:+СА + СВ-Зу +~ВС + В~А\ 
0 = -3x-3y-3z + (AB + BA) + (AC+CA) + (CB + BC), 
0 = - 3 x - 3 j - 3 z + 0,x+y+z=0, z = -lx-ly. 
Вывод: все три вектора i , | и | компланарны, следовательно, в 
пространстве существует плоскость, параллельная той, в которой 
лежат три данных вектора. 
396. В тетраэрде ABCD точка М - середина ребра ВС. Выразите 
через векторы $ = ~АВ,с=~АС и d = A~D 
следующие векторы: B~C^CD,15B и ~DM ■ 
b+BC = c,BC = c-b, 
c+CD = d,CD = d-c, 
d + 15B = b,~DB = b-d; 
15M = \-(m + 15c) = \-(b-d + c-d) = \^b+\-c-d . 

Ответ: B~C=c-b,CD = d-с,DB = b-d,DM=\-b+\-c-d. 
397. В тетраэрде ABCD точки М и N являются соответственно 
точками пересечения граней ADB и BCD. Докажите, что MN || АС, 
и найдите отношение длин этих отрезков. А 
Проведем медианы АЕ и СЕ. ~АЕ + £~с = ~~AQ , 
A^ = 3-ME,EC = ^-EN,ME + EN = MN, . 
iE + EC = 3-ME + 3-EN= 3-(ME + EN) = 3-MN ■ 
Итак, 3-MN = AC, поэтому 
~MN и ~АС ~ коллинеарны, то есть 
параллельны, MN||AC. = — . Ответ:1/3. 
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398. Треугольники ABC, AJBJCJ и А2В2С2 расположены так, что 
токчи А, В, С являются серединами отрезков AjA2, BjB2, CjC2 
соответственно. Докажите, что точки пересечения медиан 
треугольников ABC, AJBJCJ и А2В2С2 
лежат на одной прямой.Пусть точки 
Oj, 0,02 - точки пересечения медиан 

соответствующих треугольников. 
Если медианы в д PQR пересекаются 
в точке О, a S - произвольная точка 
пространства, тогда имеет место равенство 

SO = — (SP + SQ + SR) .Запишем его для дан­
ной задачи. Пусть т. О - точка пространства, 
тогда по отношению к д AJBJCJ OOl = — (ОА1 + ОВ1 + ОСх). 
По отношению к ДА2В2С2: ~00~1=-(ОА2+0~в'2+ОС2). 

Щ+о1Т2=и{Ы1+Ш2)+{Ш1+Ш2)+{о^1 + о~с2)). 
Для вычисления скобок используем тот факт, что если точка М -
середина отрезка АВ, то для любой точки О справедливо 
векторное равенство ОМ = — (ОА + ОВ). Итак, ОАх + ОА2 = 2-ОА, 
P + PВ2=2-PВ, . 9 _ _ _ 9 
PCl+PC2=2-PC. OO1+OO2^(OA + OB + OC) = f0=0 

(см.это док-во в решении задачи 395). Итак, PPх + PP2 = б, что 
доказывает коллинеарность PP и PP2 , а наличие у них общей т. 
О указывает на то, что все 3 (•) О, Ор 02 лежат на одной прямой. 
399. Докажите, что треугольник, вершинами которого являются 
точки пересечения медиан боковых граней тетраэрда, подобен 
основанию тетраэдра. Пусть медианы боковых граней 
пересекаются в точках М, N, К. Проведем медианы АР, AQ,AR; 
PQ, PR, QR - средние линии д ABC. 

AQ+QR^JRM = AR^Q, _ 
M = ^A~Q,A~K = ^A~R,~AN = ^AP, 

\A~Q+MX=\A~R,MK=\(AR-A~Q)=\QR, 
5 5 5 5 т> 
следовательно, ^д^ и 7j^ коллинеарны, 
ToecTbMK||QR||BC. 
Далее,A^ + QP = AP,QP = AP-A~Q,AM + MN = AN, f) 
и л и | 1ё+муЛАР,ЖЛ(АР-А~0)=\ОР, В, 
поэтому MN и QP коллинеарны, 
то есть MN||QP||BC, ТОЧНО также MK||PR||BD. 
Итак, д MNK- д QPR. д PQR ~ д DCB, а раз 
д NMK ~ д PQR, то и д NMK ~ д ЭСВ.ч.т.д. 
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